TRANSFORMEES DE MOEBIUS

JEAN-PAUL CALVI

Le probléme introduit le groupe des transformées de Moebius sur le plan complexe com-
plété et fait établir quelques propriétés algébriques et géométriques simples. Les connais-
sances préalables nécessaires sont les suivantes: topologie élémentaire, calcul dans C,
groupes, homomorphismes, matrices, cercles et droites dans le plan complexe.

Notations

a) C désigne le corps des nombres complexes. On emploie la notation habituelle pour
le conjugué. C(a,r) :=={z € C: |z — a| = r} est le cercle de centre a et de rayon r.

b) On étend le plan complexe C en lui ajoutant un point, noté co, et appelé le point a
Pinfini. On note C := C U co. Cet ensemble est muni d’une topologie naturelle: si a # oo
les voisinages de a dans C sont les mémes que dans C, autrement dit V' € V(a) s'il existe un
disque ouvert de centre a contenu dans V; si a = oo les voisinages de a sont les ensembles
contenant {z : |z| > R} pour un certain R > 0. Muni de cette topologie C est un espace
topologique compact. On I'appelle le compactifié d’Alexandrof de C. Il est homéomorphe
a la sphére unité de R® munie de sa topologie naturelle (induite par celle de R?®). Pour

cette raison on appelle souvent C la sphére de Riemann.

F(C) désignera 'ensemble des fonctions définies sur C, B(C) sera I'ensemble des bijec-
tions de C.

¢) GL(2,C) désigne le groupe des matrices 2 x 2 inversibles a coeflicients complexes.

1. DEFINITION

A toute matrice

M= (CC‘ Z) € GL(2,0),

on associe la fonction t; définie sur C par
az+b
cz+d

avec la convention que si ¢ # 0 alors tpr(—d/c) := oo et tar(00) := a/c tandis que
si ¢ =0 alors tpr(00) 1= 0.

t]u(z) = (11)

1.1. Montrer que tps : C — C est continue.

Toute application de C dans C de la forme (1.1) s’appelle une transformée de
Moebius ou encore une homographie. L’ensemble des homographies sera noté H. On
remarquera que les translations (z — z + u), les rotations (z — €¢?(z — ¢) + ¢), les
homothéties (z — A(z —c¢)+¢,A € R) sont toutes des homographies qui laissent fixe
le point & I'infini.
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2. GROUPE DES HOMOGRAPHIES

On consideére I'application

t: M € GL(2,C) — ty € F(C).

2.1. Montrer que pour tout (M,N) € GL(2,C) on a tyyy =ty otn.

2.2. Montrer que les homographies sont des homéomorphismes de C, que [tj] ! =
tar-t.

2.3. Montrer que H est un sous-groupe de B(C).

2.4. Quel est le noyau de 'homomorphisme ¢ : M € GL(2,C) — t)y € H? En
déduire un isomorphisme entre H est un groupe quotient de matrices.

3. DECOMPOSITION

3.1. A partir de la relation algébrique

az+b_a+(bc—ad)( 1 )

cz+d ¢ c? z4d/c

écrire une homographie comme une composée de 5 applications élémentaires.

3.2. Déduire du résultat précédent une décomposition des matrices 2 X 2 en un
produit de matrices “simples".

4. CERCLES GENERALISES

On appelle droite de C toute droite (réelle) de C & laquelle on rajoute le point
a linfini. C’est donc un ensemble de la forme {z € C : az + bz = ¢} U {o0}. On
note C I’ensemble formé de tous les cercles de C(C C) et toutes les droites de C.
Un élément de cet ensemble s’appelle un cercle généralisé.

4.1. Montrer que toute homographie laisse C (globalement) fixe, c’est-a-dire, si h €
H et ~y est un cercle généralisé alors h(7y) est aussi un cercle généralisé. (Indication :
on pourra utiliser la décomposition trouvée dans la question précédente.)

5. POINTS FIXES
On rappelle qu’'un point z est appelé point fize d’une application f si f(z) = z.

5.1. Soit A une homographie. Montrer que h admet au moins un point fixe et si
h posséde plus de deux points fixes alors elle coincide avec l’identité. Donner une
condition nécessaire et suffisante sur ses coefficients pour que h admette exactement
deux points fixes.

5.2. On dit que deux homographies hy et ho sont conjuguées s’il existe s € H telle
que

he =sohyost.
Dans ce cas, si z; et 25 sont deux points fixes de hi, quels sont les points fixes de
ho?
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6. HOMOGRAPHIES AYANT DEUX POINTS FIXES

6.1. Déterminer I’ensemble des homographies qui admettent 0 et co comme points
fixes.

6.2. Montrer que toute homographie h qui admet deux points fixes est conjuguée
a une homographie de la forme z — ¢z avec ¢ € C. (Indications: lorsque les deux
points fixes z; et zo sont finis, ¢’est-a-dire sont dans C, on considérera I’homographie

s(z) = 222+, Lorsque 'un des deux points, disons z3, est égal & oo on considérera
z—2z2 ’ ’

s(z)=2—21.)

6.3. Pour tout n € N* et h € H on définit la suite d’homographie h™ par la relation
de récurrence hlYl = h et A"t = hohl". Démontrer que si h est une homographie
ayant deux points fixes finis z; et zo alors il existe un nombre complexe non nul ¢
tel que, pour tout n € N on ait

(21 —q"22)z — (1 — ¢")z122
(1-gqV)z—2+q"21

all(z) =

7. HOMOGRAPHIES AYANT UN POINT FIXE UNIQUE

7.1. En s’inspirant de la méthode du paragraphe précédent, montrer qu'une homo-
graphie qui a un point fixe unique est conjuguée a une translation.

7.2. Etant donné h une homographie ayant un point fixe unique, on définit Al
comme dans le paragraphe précédent. Trouver une formule pour h[”](z) et étudier
lim,, .o " (2) pour tout z € C.

8. OPERATION SUR LES TRIPLETS DE POINTS

8.1. Soit (21,22,23) et (2],25,24) deux triplets de points deux & deux distincts dans
C. Montrer qu'’il existe une et une seule homographie h telle que h(z;) = z, pour
1=1,2,3.

(Indication : on pourra par exemple considérer

_ (2= 2)(21 — 23)
S P T

t
¢ (z—2))(zh — 2)

8.2. En déduire que, étant donné deux éléments 7y; et 2 de C il existe toujours une
homographie h telle que h(7y;) = 2.

9. BIRAPPORT

Le birapport ou produit croisé de quatre nombres complexes deux & deux distincts
z; (1 =1,2,34) est défini par la relation
(21— 23)/(22 —23) _ (21— 23)(22 — 24)

(21,22 23,24] = (1 —22)/ (22 — 22) = (2 = 25)(51 — 22) (9.1)

9.1. Vérifier que [21,22; 23,24] = [22,21; 24,23].

9.2. Montrer que le birapport est invariant par les homographies. En d’autres
termes, si h € H et (z;) (i = 1,2,3,4) est un quadruplet de nombres complexes
deux & deux distincts alors

[h(21),h(22); h(23),h(z4)] = [21,22; 23,24].

9.3. Soient (z;) et (2}) (i = 1,2,3,4) deux quadruplets de nombres complexes deux
a deux distincts. Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe
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une homographie (forcément unique) qui envoie z; sur z; pour i = 1,2,34 est que
[21,22; 23,24] = [2],2h; 25,2)].

9.4. Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que quatre nombres
complexes z1,22,23,24 se trouvent sur un cercle généralisé (i.e. soient cocycliques ou
alignés) est que leur birapport [21,29; 23,24] soit un nombre réel. Retrouver a partir
de ce résultat une condition (classique) de cocyclicité exprimée en termes d’angles.

10. INVERSIONS ET HOMOGRAPHIES

On dit que deux nombres complexes z; et zo sont inverses par rapport au cercle

I = C(e,p) lorsque
(21— c)(z2 —¢) = p”.

On étend naturellement la définition en disant que co et ¢ sont inverses par rapport
a I'. On remarquera aussi que tout point de I' est inverse de lui-méme. On dira
en outre que z; et zo sont inverses par rapport a une droite D lorsque la symétrie
(orthogonale) d’axe D envoie I'un sur 'autre. (Dans ce cas on convient que co
est inverse de lui-méme.) Par conséquent nous pourrons librement parler de points
inverses par rapport & un cercle généralisé quelconque.

10.1. Soit a et b deux nombres complexes distincts et p un nombre réel positif.
Montrer que ’ensemble y défini par
z—a
=p

’}/—{ZGCS po—

est un cercle généralisé et que y est une droite si et seulement si = 1. Vérifier que
lorsque v est un cercle alors a et b sont inverses par rapport a -.

10.2. Réciproquement, montrer que si a et b sont deux nombres complexes distincts
inverses I'un de l'autre par rapport a un cercle v alors il existe un réel u tel que

72{2’6@: =M}~

10.3. Soit h € H. Démontrer que si a et b sont deux éléments de C inverses par
rapport & un cercle généralisé vy alors h(a) et h(b) sont inverses par rapport a h(7y).

z—a

z—b

11. HOMOGRAPHIES LAISSANT LE DISQUE UNITE INVARIANT

11.1. Soit T un cercle (ordinaire) du plan complexe et h une homographie. Montrer
que h envoie l'intérieur de I" sur Uintérieur de h(I") ou sur lextérieur de h(T).

11.2. Soit h(z) = (az +b)/(cz + d). Montrer que
h(C(0,1)) = C(0,1) & (ab—cd =0 et |a|*>+ |b]* = |c|* + |d|?).

11.3. Déterminer I’ensemble des homographies qui envoie le disque unité U, sur
U+ et qui laissent 0 invariant. (On utilise la notation U, := {z € C: |z| < p}.)

11.4. Dans cette partie, on recherche ’expression des homographies qui laissent
invariant le disque unité. Si h est une homographie qui envoie U := U; sur lui-
méme alors l'origine a un antécédent a dans l'intérieur de U. Le cas ol «v est égal a
Porigine est traité dans la question précédente. On suppose donc 0 < |a| < 1 et on
appelle § 'inverse de « par rapport a C(0,1). On considére s(z) = (z — ) /(2 — ).
Déterminer s(C(0,1)). En étudiant Papplication h o s~! montrer que h est de la
forme h(z) = ¢**(z — a)/(1 — @z) ol a est un nombre réel.
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