POLYNOMES ORTHOGONAUX ET APPROXIMATION
POLYNOMIALE

JEAN-PAUL CALVI

1. AVERTISSEMENT

La durée de I'épreuve est de 6 heures. Dans le cas ot un candidat repére ce qui
lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie, éventuellement la
corrige, et poursuit I’épreuve en admettant, si nécessaire, le résultat de la question
défectueuse. En général chaque partie dépend des précédentes. Les questions ou
parties qui n’ont aucune influence sur la suite du probléme sont marquées d’une
astérisque.

2. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

Toutes les fonctions considérées sont a valeurs réelles.

On note II; 'espace vectoriel des polynomes de degré au plus d a coefficients
réels.

Soit I un intervalle de R non réduit a un point et w une fonction continue
strictement positive sur /. On suppose que pour tout d € N,

/I]x\dw(x)dx < 0. (2.1)

On dit alors que w est une fonction poids admissible.
On note C,, 'espace vectoriel des fonctions continues sur I telles que

/]\f2|w(x)d:v < 00. (2.2)

Il découle de 'hypothése (2.1) que tous les polynomes sont éléments de C,. On
définit sur C,, un produit scalaire, noté (-,-), par

(f.9) = / f(@)g(x)w(z)dz. (2.3)

La norme associée a ce produit scalaire est notée || - ||. Sous '’hypothése que w
est une fonction poids admissible, on démontre qu’il existe une unique suite de
polynomes Ty, d = 0,1,.. ., telle que
(1) T, est un polynome unitaire de degré d, autrement dit T est de la forme
Ty(x) = 2%+ cg 2t + -+ + c1z + cp.
(2) (T4,Q) = 0 pour tout polynome Q € 11, ;.
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Cette suite de polyndmes s’appelle la suite des polynémes orthogonaux uni-
taires associés a w. Par définition Ty = 1. On note Uy la suite de polynémes
orthonormaux correspondante, Uy = T/||T||. La suite Uy, d = 0,1,... est ca-
ractérisée par les trois propriétés suivantes: elle est formée de polynémes de norme
1, de coefficient dominant positif et chaque U, est orthogonal a II;_;. On note ky
le coefficient dominant de Uy,

Uy(z) = kqz® + (polynome de degré < d — 1). (2.4)

Si f € Cy et p € 11y, la quantité || f —p|| est minimale si et seulement si p = Sy(f)

ou
d

Sa(f) =D _(fU)U;, (2.5)

1=0

et elle vaut alors \/HfH2 — U

Toutes ces propriétés sont supposées connues (ou admises) on ne demande pas
de les démontrer.

3. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES POLYNOMES ORTHOGONAUX

3.1. Relation de récurrence.

3.1.1.  Montrer que la suite de polynémes T, vérifie la relation de récurrence

Td(ﬂf) = (LE — Ad)Td,1<x) — ,LLde,Q($), (31)
avec )
| Ta-1]] (2T, T4-1)
=00 et Ny = — s 3.2
S 7o CR N e .

3.1.2.  Déterminer la relation de récurrence satisfaite par les polynomes U, (fai-
sant intervenir les polynomes U; et les coefficients k;).

3.2. Montrer que T, est I'unique polynéme unitaire de degré d de || - ||-norme
minimale, autrement dit

(q(x) = € My et [l = mt{|lpl| : p(z) -2 € Mur}) <= q=Tu
3.3. Exemples x*.

3.3.1. Montrer que pour tout d > 0, il existe un unique polynome de degré d,
noté uy tel que wugy(cosf) = sin(d + 1)8/siné, 6 €]0,7[ et que, convenablement
normalisés, ces polyndmes sont les polyndmes orthogonaux unitaires correspon-
dants au poids w(x) = (1 — 2%)"/2 sur [~1,1]. On ne demande pas d’expliciter la
normalisation.

3.3.2.  Montrer que la fonction w(x) = (1 —22)~/2 est une fonction poids admis-
sible sur | — 1,1] et déterminer la suite t; des polynémes orthogonaux unitaires
correspondante.

3.3.3. Dans les deux exemples précédents, exprimer uy en fonction de ug_1 et
Uq—o puis ty en fonction de ty_; et ty_s.
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3.3.4. Soit d € N. Montrer que la dérivée d-iéme de la fonction z — e est
de la forme e‘f‘”zhd(m) ou hgy est un polynéme de degré d. Montrer que, convena-
blement normalisés, ces polyndmes forment la suite de polynémes orthonormaux
. 2 . . . .
correspondants au poids w(z) = e™®" sur I = R. Expliciter la normalisation.

3.4. Zéros.

3.4.1. Montrer que T, posséde d racines réelles (deux a deux) distinctes qui se
trouvent dans l'intérieur de /.

Indication. Notant A I’ensemble des racines de T, de multiplicité impaire dans
Iintérieur de I, on pourra considérer le polynéme q(x) = [[,c4(z —a) (le produit
est égal & 1 si A est vide), calculer (Ty,q) et étudier le signe de Tyq.

3.4.2. Soit f € Cy. On note Ry(f) = f — Sa(f). Montrer en utilisant la méme
technique que dans la question précédente que Ry(f) s’annule en au moins d + 1
points de l'intérieur de [.

Indication. On considérera I'ensemble A formé des points en lesquels (autour
desquels) R4(f) change de signe. Pour montrer qu’il change de signe en au moins
1 point, on pourra utiliser, aprés avoir justifié, (Rq(f),1) = 0.

3.4.3. Déduire de la question précédente qu'il existe un ensemble Y¢(f) tel que
Sa(f) = LIYYf),f] ou LIYY(f),f] désigne le polynome d’interpolation de La-
grange de f par rapport aux points de Y4(f).

3.5. Le noyau polynomial.

3.5.1. A Taide de la formule de récurrence obtenue & la question 3.1.2 établir
I'identité suivante, dite formule de Darboux,

Z Us()Ui(y) = k/;i Ud+1(x)Ud(y; : ;]d(x)UdJrl(y)‘ (3.3)

On observera que le terme de droite est bien défini lorsque x = y.

3.5.2.  En déduire que

ZW

S (UdH( YUa(z) — Uc’l(a:)UdH(x)) (3.4)

On notera

d
Ty) = Z Ui(z)Ui(y) (3.5)

L’application K, s’appelle le d-iéme noyau polynomial de w.
3.6. Caractérisation du noyau.
3.6.1. Montrer que pour tout p € Il, on a
(P, Kal-,y)) = p(y)- (3.6)

3.6.2.  Réciproquement montrer que si F(x,y) est une fonction polynomiale de
degré au plus d en z ainsi qu'en y telle que lidentité (p, F(-,y)) = p(y) est
satisfaite pour tout p de degré au plus d et tout y alors F' = K.
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3.6.3. Montrer que pour tout f € C,, on a
SiP) = [ Katwao) (@)oo (37)

3.7. Un probléme d’extremum x. Soit a € R. On pose

S={pelly: pl| =1}

et on définit sur S la fonction ®, par ®,(p) = |p(a)
de @, est atteint exactement en deux points qui sont

|2. Montrer que le maximum

Kd(a'>x)
r)=+t—"F"—7+=. 3.8
p(@) = +4 (.0 (3.8)
Indication. On pourra partir de la relation p(a) = Zfzo(p ,Ui)Ui(a).
4. QUADRATURES ET NOMBRES DE CHRISTOFFEL
Dans toute la suite, on note x{, . .. 2% les d racines de T,. On note E? le polynéme

fondamental de Lagrange correspondant & x?, c’est-a-dire, I'unique polyndéme de
IT;1 qui s’annule en zf pour i € {1,...,d} \ {j} et qui prend la valeur 1 en z7.

4.1. Montrer que
_ Ua(x)
Ug(a)(z —xf)

J

(5(x)

; (4.1)

On pose
A = //?(x)w(x)da:. (4.2)

Les nombres )\;»l sont appelés nombres de Christoffel.

4.2. Formules de quadratures de Gauss. Montrer que pour tout p € Ilyg_1
on a

/1 pla)w(z)dr = Z Xp(ad). (4.3)

Indication. Ecrire p = qU +1r avec r € 11;_; et utiliser la formule d’interpolation
de Lagrange pour 7.

4.3. Démontrer que pour tout m et tout n dans {1,...,d},

/ﬁﬁ(x) 04 (z)w(z)dz = A6 (4.4)
I
ol Oy, est le symbole de Kronecker habituel qui vaut 0 sauf si n = m auquel cas
il vaut 1.

On remarquera en particulier que cette propriété implique que les nombres de
Chritoffel sont positifs.
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4.4. Démontrer, par exemple en utilisant la caractérisation de la question 3.6.2,
que

d
1
Kia(og) = 3 5400 0) (1.5
j=1 "
En déduire que
1
i Kd_l(:vf,x?) = Kd(:l:?,x?). (4.6)

J

5. SUITE DE QUADRATURES

Dans cette partie on suppose que [ est un intervalle fermé borné, I = [a,b]. On
note Cla,b] 'espace vectoriel normé des fonctions continues sur [a,b] muni de la
norme uniforme, notée || -||«. On rappelle que Cla,b] est un espace de Banach (i.e.
est un espace vectoriel normé complet). On note X% = {z¢,... 2%} 'ensemble des
racines de Ty et on définit @, sur Cla,b] par

Qu(f) = DX f(x5). (5.1)
On observera que
Quf) = [ LIX iy ()is

ot L[X? f] est le polynéme d’interpolation de Lagrange de f par rapport aux
points de X
Il a précédemment été établi que Qq(f) = [, f(x)w(x)dx deés lors que f € Tlyg_;.

5.1. Montrer que @4 est une application linéaire continue de norme | sw(z)dz.

5.2. Montrer que pour tout f € Cla,b], Qq(f) converge vers [, f(z)w(z)dz.

Indication. On pourra utiliser le théoréme de Weierstrass qui dit que toute fonc-
tion continue sur un intervalle fermé borné est limite uniforme sur cet intervalle
d’une suite de polynomes.

6. CONVERGENCE DES SUITES D’'INTERPOLANTS DE LAGRANGE EN MOYENNE
QUADRATIQUE *

Soit f une fonction continue sur [a,b], on veut montrer que ||f — L[X% f]||
converge vers 0 lorsque d tend vers co. Autrement dit, L[X?, f] converge vers f

dans C,,.

6.1. Etablir 'inégalité suivante
1 = LIXTAN < NI+ Qa(f?) +2v/Qa(f2) [I£]] (6.1)

6.2. Démontrer le résultat annoncé sur la convergence.
Indication. On pourra appliquer 'inégalité précédente avec f — p a la place de
p ol p est un polynéme bien choisi.
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7. ETUDE DES ZEROS COMME FONCTIONS DE w

Dans cette partie on suppose que I est un intervalle fermé borné, I = [a,b] et
w est une fonction continue positive définie sur [a,b] X [¢,d] de telle sorte que pour
tout y € [c,d], la fonction w(-,y) est une fonction poids admissible sur [a,b]. On
note Té’ (respectivement, Ué’ ) les polynomes orthogonaux unitaires (respective-
ment orthonormaux de coefficients dominant positifs) correspondants aux poids
w(-,y). Les d racines de T dont on sait qu’elles sont distinctes et dans |a,b[ sont
rangées par ordre croissant,

a < xi(y) < xi(y) <--- <2%y) <0 (7.1)
De la méme maniére les nombres de Christoffel associés a ces racines sont notés
A (y)-
On se propose d’étudier les fonctions y — a:?(y).
Nous admettrons que si les coefficients de T} (dans la base 28k =0,....d)

d

)

sont des fonctions contintiment dérivables de y alors les fonctions z
des fonctions contintiment dérivables de y.

(y) sont aussi

7.1. Montrer que si les dérivées partielles de w par rapport a y existent et sont
continues sur [c,d] alors les coefficients de T ainsi que les nombres de Christoffel
sont des fonctions contintiment dérivables de y.

7.2. Dériver la relation (4.3) en fonction de y. Puis, en appliquant le résultat

(U(x))?

(=)’

p(z) =
établir que
b 2
ow UY(x 2
/ —(x,y) ( d(d)) d
a Oy (z — 2§ (y))
7.3. Montrer que si, pour tout y, la fonction

ow /0y (z.9)

d
J

z = Xj(y) ((U7) (25(y)))" (25)()- (7.2)

€T —

est une fonction croissante alors les fonctions x
de y.
Indication. On pourra d’abord établir que le terme de gauche dans (7.2) est égal

b w % @ (1)y) (U (2))?
/a (a—y(%y)—diw@’yo (7‘1”

w(z§(y),y) x —x3(y))

(y) sont des fonctions croissantes

a

7.4. Montrer que si w; et wy sont deux fonctions poids admissibles sur [a,b]
telles que wy/w; soit une fonction strictement croissante sur [a,b] alors, avec une
notation évidente, z7(w;) < x4(w;) pour tout d et tout j entre 1 et d.
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