
Points de départ (n = 1) et
directions de recherche (n > 1)
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LAGRANGE INT

minimaux
Polynômes

Diam Transfinis

P-POTENTIAL TH5

L[A,f,z]: unique p ∈ Πd (|A| = d+1) tel que P (a) =
f(a) pour tout a ∈ A.
Tn,K : ‖Tn,K‖

K
= inf{‖p‖K : p(z) = zn + (deg ≤

n − 1)}.
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1 Interpolation de Lagrange à
plusieurs variables

Definitions

– Πd(C
n) = {poly. de deg. ≤ d à n var.}.

– A sous-ensemble unisolvent pour Πd(C
n) ( =⇒

|A| = dimΠd(C
n) =

(

n+d
n

)

)

– vdm(A) = det(aα), xα = xα1

1 xα2

2 · · ·xαn
n .

– L[A,f,z] =
∑

a∈A f(a)vdm(A[a←z])
vdm(A) .

Le problème de la discontinuité

Théorème 1 (Bloom & Levenberg) L’emploi
d’une suite d’ensembles bornés unisolvents d’ordre
d (d = 0,1,2, . . . ) dans Cn ne garantit pas de
convergence même pour les fonctions entières.

Théorème 2 (Bloom & C) Soit As une suite d’en-
sembles unisolvents d’ordre d fixé dans Rn. Si
L[As,x

α,z] → 0 pour tout α : |α| = d + 1 alors
L[As,f,z] → Tayl0[f,z] pour f de classe Cl au voisi-
nage de 0, l =

(

n+d
n

)

− 1.

Ses conséquences sur la théorie
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Une idée récente : exploiter l’ordre sur les
monômes

Une famille A = (aα : |α| ≤ d) est unisolvente par
blocs si pour k = 0,1, . . . d, Ak = {aα : |α| ≤ k} est
unisolvent d’ordre k.

Les tableaux d’enlacements (intertwining arrays)

A = (aα,α ∈ Nn
d ) points distincts dans Cn,

B = (bα,α ∈ N
m
d ) dans C

m.

A ⊕ B :=
(

xα = (aα1 ; bα2),α ∈ N
n+m
d

)

Théorème 3 (C) A ⊕ B est unisolvent (de degré d)
si et seulement si A et B sont unisolvents par blocs
dans leur espace respectif.

Théorème 4 (C)

vdm(A⊕B) =

d
∏

i=1

(

vdm(Ai)
)hd−i(m)

d
∏

j=1

(

vdm(Bj)
)hd−j(n)

avec hl(r) =
(

r+l−1
l

)

.

Approximation et Interpolation (JPC - 27/1/2005) Nr. 3



Alternatives

(1) On fait dépendre des points d’interpolation l’es-
pace des polynômes dans lequel on cherche l’interpo-
lant.

(2) On continue à interpoler dans Πd(C
n) mais en

un plus petit nombre de points et on lève l’indétermi-
nation en imposant d’autres conditions à l’opérateur
d’interpolation.

Les projecteurs polynomiaux qui préservent les
Relations Différentielles Homogènes

Un projecteur π : H(Cn) −→ Πd(C
n) préserve les

RDH si pour tout k ≥ 1 et Q homogène de degré k,

Q(D)(f) = 0 =⇒ Q(D)π(f) = 0.

Théorème 5 (Filipsson & C) Un projecteur polyno-
mial continu sur Πd(C

n) (n > 1) qui préserve les RDH
interpole au maximum en d+1 points et s’il interpole
en d + 1 points alors c’est un projecteur de Kergin.
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2 3 Interpolation de Kergin

La fonctionnelle du simplexe

Ω ouvert convexe de R
n (ou C

n), A = {a0, . . . ,ad} ⊂
Ω un ensemble de d points non nécessairement dis-
tincts,

∫

[a0,...,ad]

f =

∫

∆i

f(
d
∑

j=0

tjaj)dm(t).

avec ∆d = {t ∈ R
i+1 : t0 + t1 + . . . td = 1}

L’interpolant de Kergin

Pour f ∈ Cd(Ω) (ou f ∈ H(Ω))

K[A,f ; z] =
d
∑

i=0

∫

[a0,...,ai]

Dz−a0
. . .Dz−ai−1

f

avec Du : dérivée suivant le vecteur u.

Extensions

(1) En analyse complexe : aux ouverts C-convexes.
(2) En analyse réelle : à des fonctions moins différen-
tiables.
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2 Interpolation de Kergin à
deux variables réelles

Une formule presque effective

Théorème 6 (Bos & C) Si A = {x1, . . . ,xd} sont d

points en position générale dans R
2 alors

K[A,f ; x] =

d
∑

i=1

f(xj)pj+
∑

1≤s<t≤d

∫

[xs,xt]

D(xt−xs)⊥f pst

où les pj et pst sont des polynômes facilement calcu-
lables et u⊥ le vecteur (directement) orthogonal à u

et de même norme.

Interpolation aux racines de l’unité

xj = exp( 2i(j−1)π
d

), ps(x) = ℜ

{

1
d

∑d−1
k=0

[

x1+ix2)

xj

]k
}

et

pst(x) = C(s,t)
Tk(vst · x) − Tk(vst · x

s)

vst · x − vst · xs
.

Théorème 7 (Bos & C) La suite des interpolants de
Kergin aux racines de l’unité approxime uniformément
sur le disque fermé toute fonction de classe C2 au
voisinage de ce disque
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3 Interpolation de Kergin en
analyse complexe (a)

La propriété clé

L’interpolant de Kergin se "réduit" à un interpolant de
Lagrange dans le cas des fonctions "ridges" : g(z) =
h(z • t)

Conséquence :

Si f(z) =
∫

N(z • t)dµf (t) (µ = µf ) alors

K[a0, . . . ,ad; f ] =

∫

L[a0•t, . . . ,ad•t; N ](t•z)dµf (t).

=⇒ Etudier un problème d’interpolation de Kergin
c’est alors étudier un problème d’interpolation de La-
grange à paramètres...
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3 Interpolation de Kergin en
analyse complexe (b)

Un théorème d’approximation des fonctions
holomorphes

(1) K un compact C-convexe régulier (non inclus dans
un hyperplan),
(2) (Ad) une suite de tableaux Ad = {ad

i ),i = 0, . . . d}
de points dans K,
(3) µd = 1

d+1 [ad
i ] d = 0,1, . . .

(4) M(A) l’ensemble des limites faibles de la suite
(µd).
Le tableau A est extrémal si

f ∈ H(K) =⇒ K[Ad,f ]
unif.
−→ f sur K.

Théorème 8 (Bloom & C) Pour que A soit extré-
mal il faut et il suffit que pour toute forme linéaire
non nulle ℓ et toute limite µ ∈ M(A), le balayage de
la mesure image ℓ ⋆ µ coïncide avec la mesure d’équi-
libre du compact l(K).

Exemples

(1) Dans les convexes circulaires de C
n,

(2) Dans les convexes de Rn.
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5 Diamètre transfini et
pluripotentiel (a)

Définition

E compact dans C
n

D(E) = lim
d→∞

(

ld

√

sup
zβ∈E

∣

∣

∣
det(zα

β )
∣

∣

∣

)

où ld =
(

n+d
n+1

)

et, dans la matrice (zα
β ), α et β par-

courent tous les multi-indices de longueur inférieure
où égale à d.

Comment étudier le diamètre transfini?

D(E) = lim
d→∞

(

∏

|α|=d

T(α,E)
)

1

dhd

où T (α,E) = infaβ
{||zα +

∑

β≺
lex

α aβzβ||E}.

D(E) = exp

(

1

m(Σ0)

∫

Σ0

ln(τ(E,θ))dm(θ)

)

où Σ0 := {θ ∈ R
n,
∑n

i=1 θi = 1,θi > 0} et τ(E,θ) =

lim α
|α|→θ T(α,E)

1

|α| .
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5 Diamètre transfini et
pluripotentiel (b)

Liens au pluripotentiel

(1) E compact de C
n

(2) VE : fonction extrémale de Green-Siciak (VE =
sup{ϕ : ϕ ∈ PSHln(Cn), ϕ ≤ 0 sur E})
(3) E est régulier si VE est continue.
(4) La fonction de Robin de E est définie sur Pn−1, par
ρE([z]) = lim sup|λ|→∞ (VE(λz) − log |λz|) où z ∈
C

n − {0}, |.| est la norme euclidienne et [z] est le
point que détermine z dans Pn−1.

Théorème 9 (Bloom & C) Si E et F sont des com-
pacts réguliers de Cn alors

inf
Pn−1

e−ρE

e−ρF
≤

D(E)

D(F )
≤ sup

Pn−1

e−ρE

e−ρF
.
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5 Polynômes minimaux de
plusieurs variables et

applications polynomiales

Un théorème élémentaire

(1) E un compact de C (contenant au moins d + 1
points),
(2) q un polynôme unitaire de degré m ≥ 1 et F =
q−1(E).

Théorème 10 (Bloom & C) Si T = Td,E est le po-
lynôme minimal de degree d pour E alors T ◦ q est le
polynôme minimal de degré md pour F = q−1(E) :

Tmd,F = Td,E ◦ q
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Une version multidimensionnelle

(1) E compact de Cn,
(2) q = (q1, . . . ,qn) une application polynomiale
simple de degré m (qi(z) = zm

i + (deg ≤ m − 1)),
(3) F = q−1(E),

q⋆(p)(w) =
1

mn

∑

z∈q−1(w)

p(z) (w ∈ C
n),

P(α) := {p : p(z) = zα +
∑

β≺α

aβzβ, aβ ∈ C}.

Théorème 11 (Bloom & C) (1) TE P(α)-minimal
pour E =⇒ TE ◦ q P(mα)-minimal pour F .
(2) TF P(mα)-minimal pour F alors q⋆(TF ) P(α)-
minimal pour E.
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